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Статья посвящена изучению основных свойств собственных значений операто-

ра Штурма-Лиувилля с граничными условиями Дирихле с условиями разрыва во внут-
ренней точке рассматриваемого промежутка. Условие разрыва содержит спектраль-
ный параметр. Доказана вещественность и простота и получена асимптотика собст-
венных значений. 
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В настоящей работе рассматривается краевая задача L  для диффе-
ренциального уравнения Штурма-Лиувилля 

 ( ) yyxqy 2λ=+′′−      (1)  
на отрезке [ ]π,0  с граничными условиями Дирихле  

 ( ) ( ) 00 == πyy      (2) 

и с условиями разрыва в точке ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈= ππ ,

2
ax  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ,000

,00
=−−+
=−′−+′

ayay
ayayay λβ

   (3) 

где λ  − вещественный параметр, ( )xq  − действительная функция, при-
надлежащая пространству [ ]π,02L , и β − вещественное число. Изучают-
ся свойства собственных значений этой задачи.  

В дальнейшем будем предполагать, что для всех функций 
( ) ( ) ( )xyWxy ,2

2 Ω∈ ≡/ 0, удовлетворяющих условиям (2)-(3), выполняется 
неравенство  
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 ( ) ( ) ( ){ } 0
0

22 >+′∫
π

dxxyxqxy ,   (4)  

где =Ω [ ]π,0 \{ }a . Заметим, что это неравенство заведомо выполняется, 
если ( ) 0>xq . 

Краевые задачи с условиями разрыва внутри интервала связаны с 
разрывными или негладкими свойствами среды и появляются, например, 
в радиоэлектронике и в различных геофизических моделях земного шара 
[ ]21− . Спектральные задачи (на отрезке и на полуоси) для дифференци-
альных операторов с разрывными коэффициентами, с особенностью и 
условиями разрыва во внутренней точке рассматриваемого промежутка 
исследовались в [ ]83−  и других работах. Отметим, что задача с условия-
ми вида (3) ранее не рассматривалась.  

Характеристической функцией краевой задачи L  (квадраты нулей 
которой совпадают с собственными значениями этой задачи) является 
целая функция ( ) ( )λπλ ,s=Δ , где ( )λ,xs  – решение уравнения (1), удов-
летворяющее начальным условиям ( ) ( ) 1,0,0,0 =′= λλ ss . Легко показать, 
что краевая задача L  имеет счетное множество собственных значений.  

Лемма 1. Собственные значения краевой задачи L  вещественны 
и отличны от нуля. 

Доказательство. Пусть λ  собственное значение задачи L  и 
( )λ,xy  – соответствующая собственная функция, нормированная усло-

вием ( ) 1, 2

0

=∫ dxxy
π

λ . Умножая обе части равенства (1) на ( )λ,xy  и ин-

тегрируя полученное тождество по x  от 0 до π , имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dxxydxxyxqdxxyxy ∫∫∫ =+′′−
πππ

λλλλλ
0

222

00

,,,, . 

Применяя формулу интегрирования по частям, получим 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

− π

+

π π

− λ λ − λ λ +′ ′

+ λ + λ = λ λ′∫ ∫

0

0 0

2 2 22

0 0

( , ) , ( , ) ,

, , ,

a

a
y x y x y x y x

y x q x y x dx y x dx
. 

В силу (2) имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 2

0

22 ,,0000 λλλ
π

=+′+++′+−−′− ∫ dxxyxqxyayayayay . 

Используя условия склейки (3), получаем, что 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,,,
0

2222 =+′−− ∫
π

λλλλβλ dxxyxqxyay , 

откуда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+′+±= ∫
π

λλλβλβλ
0

22422 ,,4,,
2
1 dxxyxqxyayay . 

Из этого равенства в силу условия (4) следует утверждение леммы 1.  
 В дальнейшем точкой над функцией будем обозначать производ-
ную функции по параметру λ . 
  Лемма 2. Собственные значения краевой задачи L  простые. 
  Доказательство. Дифференцируя по λ  равенство 

 ( ) ( ) ( ) ( )− λ + λ = λ λ′′ , , , ,s x q x s x s x    (5) 

имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )− λ + λ = λ + λ λ′′& & &, , , , .s x q x s x s x s x  

Далее, умножая это равенство на ( )λ,xs , а соотношение (5) – на 
( )λ,xs& , вычитая, а затем интегрируя по x  в пределах [ ]π,0 , при веще-

ственном λ  получаем  

( ) ( ) ( )λλλ
π

,0,0,
0

2 −′−=∫ asasdxxs & ( ) ( )0, 0,s a s aλ λ− + + −′&

( ) ( )+−−′− λλ ,0,0 asas&  
( ) ( )λλ ,0,0 ++′+ asas& ( ) ( )λπλπ ,, ss ′+ & ( ) ( )λπλπ ,, ss′− & . 

Отсюда согласно (3) имеем 

( ) =∫
π

λ
0

2 , dxxs ( ) ( )λπλπ ,, ss ′& ( ) ( )λπλπ ,, ss′− & . 

Если *λλ =  является собственным значением задачи L , то из последнего 

соотношения следует, что ( ) =< ∫
π

λ
0

*2 ,0 dxxs ( ) ( )** , λπλ s′Δ& . Следова-

тельно, ( ) 0* ≠Δ λ& , т.е. нули функции ( )λΔ  простые. Лемма 2 доказана. 
  Обозначим через ( )λ0Δ  характеристическую функцию краевой 
задачи L  при ( ) 0≡xq . Легко устанавливается, что  

 ( ) ( )
λ

πλλπβ
λ
λπλ

2
2coscossin

0
−−

−=Δ
a .   (6) 

Ниже нам понадобятся следующие две леммы, доказательства которых 
аналогичны доказательствам соответствующих утверждений статьи [ ]9 . 
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  Лемма 3. Нули 0
nλ  функции ( )λ0Δ  отделены, т.е. 

0inf 00 >=−
≠

rknkn
λλ . 

Обозначим { }δλλλδ ≥−= 0: nG , где δ – достаточно малое поло-

жительное число: 
2
r

<<δ . 

Лемма 4. Имеет место оценка  

( ) δ
πλ

δ λ
λ

λ GeC ∈≥Δ ,1 Im
0 .   (7) 

 Теорема. Собственные значения ,...2,1, =nnλ , краевой задачи L  
при ∞→n  удовлетворяют асимптотической формуле 

 ,0
0

n
b n

n

n
nn

α
λ

λλ ++=     (8) 

где 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

Δ
= ∫ ∫∫ πλβπλβ

λλ

ππ

adssqdssqidssqib n
a

a

n
nn

n 2coscos2
4

1 0

00

0
0

0
0 &

 
ограниченная последовательность, { } 2ln ∈α . 
 Доказательство. Согласно работе [ ]10  для функции ( )xs ,λ  имеет 
место следующее представление:  

( ) ( ) ( )∫+=
x

dtttxAxsxs
0

0
sin,,,
λ
λλλ , 

где   ( ) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>
−−

−

<
=

,,
2

2coscossin

,,sin

,0

axxaxx

axx

xs

λ
λλβ

λ
λ
λ
λ

λ    

( )−txA , непрерывная функция (при xat −≠ 2 ) с той же гладкостью, что и 

функция ( )∫
x

dttq
0

; кроме того, 

( )
( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≤<⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −

<≤

=

∫

∫

,,
42

1

,0,
2
1

,

0

0

π
β

xadssq
i

axdssq
xxA

x

x

   (9) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−−−+− ∫ ∫

x

a

a

dssqdssq
i

xaxAxaxA
04

02,02,
β

, π≤< xa . (10) 

 Подставив в это представление π=x , имеем 

 ( ) ( ) ( )∫+Δ=Δ
π

λ
λπλλ

0
0

sin, dtttA .    (11)  

В силу леммы 1.3.1 книги [ ]11  из (11) получаем 

 ( ) ( ) ∞→⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=Δ−Δ λ

λ
λλ πλ ,1 Im

0 eO .   (12)  

Обозначим 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +==

2
: 0 rÃ nn λλλ . Согласно соотношениям (7) и (12) на 

неограниченно расширяющихся контурах nÃ  при достаточно большом n  
имеет место неравенство ( ) ( ) ( )λλλ 00 Δ<Δ−Δ . Поэтому из тождества 
( )λΔ ( )λ0Δ= ( ) ( ){ }λλ 0Δ−Δ+ , согласно теореме Руше следует, что суще-

ствует такое натуральное число 0n , что при 0nn ≥  внутри контура nÃ  
лежит одинаковое число нулей функций ( )λΔ  и ( )λ0Δ . Применяя теперь 

теорему Руше к кругу ( ) { }δλλλδγ ≤−= 0: nn  заключаем, что при доста-

точно больших n  в ( )δγ n  лежит ровно один нуль функции ( )λΔ , а имен-

но nλ . В силу произвольности 0>δ  имеем 

 nnn ελλ += 0 ,     (13) 

где ( )1on =ε , ∞→n . Согласно работе [ ]12  имеет место nn hn +=0λ , 
∞<= hhn

n
sup . Поэтому из (13) следует, что 

 nn Hn +=λ , ∞<= HH n
n

sup .   (14) 

Подставляя правую часть соотношения (13) в (11), получаем 
βπεπλπεπλ −⋅+⋅ ]sincoscos[sin2 00

nnnn

−⋅−⋅ πεπλπεπλ nnnn sinsincos[cos 00  
( ) ( ) ( ) ( )]2sin2sin2cos2cos 00 πεπλπεπλ −⋅−+−⋅−− aaaa nnnn

( ) ( )∫ +−=
π

ελπ
0

0sin,2 tdttA nn , 

и, следовательно, 
( ) ( )]2sin2sincos2[ 000 πλπβπλβππλπε −−−+ aa nnnn

+−+ πλβπλ 00 cossin2 nn  
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( ) ( )20 2cos nn Oa επλβ +−+ ( ) ( )∫ +−=
π

ελπ
0

0sin,2 tdttA nn  

Принимая во внимание равенства ( ) 00
0 =Δ nλ , ( )[ ] ( )0

0
0

0 0 nn
nd

d λλλλ
λ λλ

Δ=Δ
=

& ,  

(9), (10) и (14), находим 

 ( ) ( ) ( ) ( ) =+
+Δ

−= ∫
π

ελπ
ελλ

ε
0

0
0

0
0 sin,1 tdttA

O nn
nnn

n &
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
−

+
+

+
⎢
⎢
⎣

⎡

+
+

+Δ
=

+−

−− π

π

π

ελ
ελ

π
ελ
ελ

π
ελλ

02
0

002

0
0

0

0
0

0

cos
,

cos
,1

ann

nn

a

nn

nn

nnn

t
tA

t
tA

O&
 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

⎩
⎨
⎧

−
+
+

+Δ
=⎥

⎦

⎤

+
+

− ∫
nn

nn

nnnnn

nn
t A

O
dt

t
tA

ελ
πελ

ππ
ελλελ

ελ
π

π

0

0

0
0

0
0

0

0 cos
,1cos

,
&

 

( ) ( )[ ] ( ) ( )
( ) ( )πλ + ε − π λ + ε

− π − π + − π − π − − π =
λ + ε λ + ε

⎫
⎬
⎭

∫
0 0

0 0

0

cos 2 cos
,2 0 ,2 0 ,

n n n n

t

n n n n

a t
A a A a A t dt

 

( )0
0

0

1

nn λλ Δ
=

&

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
−

+
−+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎩
⎨
⎧

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

∫ ∫∫
nn

nn

a

a

nn

nn a
dssqdssqidssqi

ελ
πελββ

ελ
πελ ππ

0

0

00
0

0 2cos
442

1cos

( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

⎭
⎬
⎫

+
+

− ∫ 2
0

0

0 1cos
,

n
Odt

t
tA

nn

nn
t

π

ελ
ελ

π .      (15)  

Покажем, что  

{ } ( ) ( ) 2
0

0cos, ltdttA nntn ∈
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+= ∫
π

ελπδ .   (16)  

Ясно, что интеграл ( )∫
π

λπ
0

cos, tdttAt  можно преобразовать к виду 

( )∫
−

π

π

λ dtetF ti , где ( ) ( )ππ ,2 −∈ LtF . Обозначим ( )∫
−

=
π

π

λ dtetFp ti
n

n . Как в 

[11, с. 67] легко получить соотношение nnn gcp += π2 , где 

( ) ( ) ( )∫∑∫
−

∞

=−

==
π

π

π

ππ
dtettF

k
iH

gdtetFc tink

k

k
n

n
tin

n
1 !

,
2
1 . 

Так как nc  – коэффициенты Фурье функции ( )tF , то по равенству Парсе-



 27

валя ( ) ∞<= ∫∑
−

∞

−∞=

π

ππ
dttFc

n
n

22

2
1 , т.е. { } 2lcn ∈ . Далее, согласно неравен-

ству Коши-Буняковского ≤2
ng ( )

2

1 1

2

!
1

! ∫∑ ∑
−

∞

=

∞+

=

π

π

dtettF
kk

H tink

k k

k

. Применяя 

равенство Парсеваля, имеем  

 ( ) ≤≤ ∫∑ ∑∑
−

∞

=

∞

=

∞

−∞=

π

ππ
dtttF

kk
Hg k

k k

k

n
n

2

1 1

2
2

2
1

!
1

!
 

( ) ( ) ( ) ( ) ∞<−−=≤ ∫∫∑ ∑
−−

∞

=

∞

=

π

π

π
π

π ππ
π dttFeedttF

kk
H H

k k

kk
22

1 1

22

1
2
11

!2!
22

. 

Следовательно, { } 2lgn ∈ . Значит, { } 2lpn ∈ , т.е. справедливо (16). Тогда 
из (15) в силу (14) получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
π π α

ε = −β λ π −β − λ − π +
λ Δ λ

⎡ ⎛ ⎞ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫ ∫&
0 0

02 0

0 0 0

1
2 cos cos 2

4

a

n

n n n

n n a

i q s ds i q s ds q s ds a
n

,  

{ } 2ln ∈α , т.е. имеет место (8). Теорема доказана. 
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İNTERVAL DAXİLİNDƏ KƏSİLMƏ ŞƏRTLİ 

ŞTURM-LİUVİLL OPERATORUNUN MƏXSUSİ ƏDƏDLƏRİNİN XASSƏLƏRİ 
 

H.M.HÜSEYNOV, L.İ.MƏMMƏDOVA 
 

XÜLASƏ 
 

Məqalə baxılan aralıq daxilində kəsilmə şərtlərinə malik olan Dirixle sərhəd şərtli 
Şturm-Liuvill operatorunun məxsusi ədədlərinin əsas xassələrinin öyrənilməsinə həsr 
olunmuşdur. Kəsilmə şərtində spektral parametr iştirak edir. Məxsusi ədədlərin həqiqiliyi və 
sadəliyi isbat edilmiş və onların asimptotikası alınmışdır. 

 Açar sözlər: Şturm-Liuvill operatoru, kəsilmə şərtləri, məxsusi ədədlər. 
 

PROPERTIES OF THE EIGENVALUES OF 
THE STURM-LIOUVILLE OPERATOR WITH 

DISCONTINUITY CONDITIONS INSIDE THE INTERVAL 
 

H.M.HUSEYNOV, L.I.MAMMADOVA 
 

SUMMARY 
 

The paper is devoted to the study of the main properties of the eigenvalues of the 
Sturm-Liouville operator with the Dirichlet boundary conditions and with the discontinuity 
conditions inside the interval. The discontinuity condition contains the spectral parameter. 
Reality and simplicity of the eigenvalues are proved, and their asymptotic estimates are 
obtained. 

Key words: Sturm–Liouville operator, discontinuous conditions, eigenvalues. 
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